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PREREQUIS

EQUATIONS DE REACTION-DIFFUSION

Equations de réaction-diffusion (RD) : classe d’équations de la forme

ou

E(x’t) — DiAu(x,t) = ‘I’(U(w:t))

Avec :
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PREREQUIS

EQUATIONS DE REACTION-DIFFUSION

Equations de réaction-diffusion (RD) : classe d’équations de la forme

%@, t) = Dy Au(a,t) = ¥(u(, 1))
N——

réaction

Avec :

m ¥ :RY - RV la fonction décrivant les interactions entre les composantes
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PREREQUIS

EQUATIONS DE REACTION-DIFFUSION

Equations de réaction-diffusion (RD) : classe d’équations de la forme

du

5t (z,t) — DyAu(z,t) = ¥ (u(z,t))

diffusion

Avec :

m D, = diag(dy,...,dn) € RV*YN la matrice de diffusion avec d; > 0 pouri=1,..., N
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EQUATIONS DE REACTION-DIFFUSION

Equations de réaction-diffusion (RD) : classe d'équations de la forme

K i Vv
diffusion réaction

Avec :
m x € (), avec {2 un domaine quelconque de R
m ¢ > 0, domaine temporel
m u € RY, le vecteur des composantes
m D, = diag(dy,...,dn) € RV*N la matrice de diffusion avec d; > 0 pouri=1,...,N
m ¥ :RY 5 RV la fonction décrivant les interactions entre les composantes
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PREREQUIS

TURING ET LA FORMATION DE MOTIFS

Situation : On fixe N = 2 et considére le systeme :

ou

i d1Au = f(u,v)

ov "

5 daAv = g(u,v) + Conditions au bord

u(+,0) = ug, v(-,0) = vy
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PREREQUIS

TURING ET LA FORMATION DE MOTIFS

Situation : On fixe N = 2 et considére le systeme :

ou
T d1Au = f(u,v)

g: — dyAv = g(u,v) + Conditions au bord

U(',O) = Uo, U(',O) = o

On suppose qu'il existe un équilibre, X, asymptotiquement stable 3 I'EDO associée en
I'absence de diffusion, i.e. lorsque d; = 0 et dy = 0.
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PREREQUIS

TURING ET LA FORMATION DE MOTIFS

Situation : On fixe N = 2 et considére le systeme :

ou

i d1Au = f(u,v)

ov "

5 daAv = g(u,v) + Conditions au bord

u(+,0) = ug, v(-,0) = vy

On suppose qu'il existe un équilibre, X, asymptotiquement stable 3 I'EDO associée en
I'absence de diffusion, i.e. lorsque d; = 0 et dy = 0.

Turing Patterns : Dans de bonnes conditions sur f, g, le choix de di, ds peut déstabiliser
I'équilibre (DDI) et donner lieu a des solutions a motifs autour de X
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PREREQUIS

EXEMPLE DE MOTIFS DE TURING
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T. ANDRE (IMA) DIFFUSION-DRIVEN INSTABILITY AND PATTERN FORMA



PREREQUIS

UN CAS LIMITE : GREFFE CHEZ L HYDRE

. Fate of transplants
Observation : La greffe d'un tissu

proche de la téte dans une zone b ﬁ;ﬂ =/§_:\JAT:I

proche du pied d'un autre Hydre
génére une seconde téte et vice-versa
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PREREQUIS

UN CAS LIMITE : GREFFE CHEZ L HYDRE

. Fate of transplants
Observation : La greffe d'un tissu

proche de la téte dans une zone b ﬁ;ﬂ =/§_:\JAT:I
proche du pied d'un autre Hydre
génére une seconde téte et vice-versa

e

Conséquence : Génération de novo 1 I
d'un gradient discontinu de 1
morphogenes le long de I'axe du corps
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PREREQUIS

UN CAS LIMITE : GREFFE CHEZ L HYDRE

. Fate of transplants
Observation : La greffe d'un tissu

proche de la téte dans une zone b ﬁ;ﬂ =/§_:\JAT:I
proche du pied d'un autre Hydre
génére une seconde téte et vice-versa

e

Conséquence : Génération de novo 1 I
d'un gradient discontinu de 1
morphogenes le long de I'axe du corps

Iﬁ
W
%
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Probléme : Les systtmes de RD ne 2 41 transplart) 3 351
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sont pas capables de capturer ce T 07 = 6] = 61
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= Besoin d’une structure plus générale! [ g 0 aq
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PREREQUIS

SYSTEMES DE REACTION-DIFFUSION-ODE (RD-ODE)

Modélisation : Couplage de dynamiques globales a des intérations locales!

" om0 (5 (0 o) (4= (20
u(-,0) = ug, v(-,0) =g

Avec : u € R/, v € R"J et D := diag(0,D)

DIFFUSION-DRIVEN INSTABILITY AND PATTERN FORMA1

T. ANDRE (IMA)



PREREQUIS

SYSTEMES DE REACTION-DIFFUSION-ODE (RD-ODE)

Modélisation : Couplage de dynamiques globales a des intérations locales!

" om0 (5 (0 o) (4= (20
u(-,0) = ug, v(-,0) =g

Avec : u € R/, v € R"J et D := diag(0,D)

Conséquences :
m Perte de I'effet régularisant du Laplacien pour les v’ avec i < j
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PREREQUIS

SYSTEMES DE REACTION-DIFFUSION-ODE (RD-ODE)

Modélisation : Couplage de dynamiques globales a des intérations locales!

" om0 (5 (0 o) (4= (20
u(-,0) = ug, v(-,0) =g

Avec : u € R/, v € R"J et D := diag(0,D)

Conséquences :
m Perte de I'effet régularisant du Laplacien pour les v’ avec i < j

m Possibilité d'obtenir des solutions a motifs mais discontinues (e.g. jump-discontinuous)
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PREREQUIS

SYSTEMES DE REACTION-DIFFUSION-ODE (RD-ODE)

Modélisation : Couplage de dynamiques globales a des intérations locales!

9%t v)
%— D, Av = g(u,v) ou % C‘j) - (0 D+A> <:> ) (ggzyz;)

u(+,0) = ug, v(-,0) =vg

Avec : u € R/, v € R"J et D := diag(0,D)

Conséquences :
m Perte de I'effet régularisant du Laplacien pour les v’ avec i < j

m Possibilité d'obtenir des solutions a motifs mais discontinues (e.g. jump-discontinuous)

Remarque :
m Littérature dense pour j = N — 1, mais clairsemée pour j = N —2 =—> Au boulot!
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PROBLEME

Cadre du probleme :
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INTRODUCTION DU PROBLEME

PROBLEME

Cadre du probleme :
m Domaine : Q= (0,L), L>0 + Conditions de Neumann homogenes au bord
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INTRODUCTION DU PROBLEME

PROBLEME

Cadre du probleme :
m Domaine : Q= (0,L), L>0 + Conditions de Neumann homogenes au bord

m Parametres : fuf, py, pi, ple, m1, ma, mz > 0
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INTRODUCTION DU PRO

PROBLEME

Cadre du probleme :
m Domaine : Q= (0,L), L>0 + Conditions de Neumann homogenes au bord

m Parametres : fuf, py, pi, ple, m1, ma, mz > 0

m Systéme :
UV _
8tu:—,u,fu+m11+uv—ubuv reQt>0
Opv — d1Av = — v + ma Y — UpUV — VW reQt>0
1+ uv
Oyw — doe Aw = —pew + mg uo reQt>0
1+ uv
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INTRODUCTION DU PROBLEME

PROBLEME

Cadre du probleme :
m Domaine : Q= (0,L), L>0 + Conditions de Neumann homogenes au bord

m Parametres : fuf, py, pi, ple, m1, ma, mz > 0

m Systéme :
8tu:—,u,fu+m11+uv—ubuv ze,t>0
Opv — d1Av = — v + ma Y — UpUV — VW reQt>0
1+ uv
Oyw — doe Aw = —pew + mg uo reQt>0
1+ uv

Résultats :

m Existence d'une unique solution globale
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INTRODUCTION DU PROBLEME

PROBLEME

Cadre du probleme :
m Domaine : Q= (0,L), L>0 + Conditions de Neumann homogenes au bord

m Parametres : fuf, py, pi, ple, m1, ma, mz > 0

m Systéme :
8tu:—,u,fu+m11+uv—ubuv ze,t>0
Opv — d1Av = — v + ma Y — UpUV — VW reQt>0
1+ uv
Oyw — doe Aw = —pew + mg uo reQt>0
1+ uv

Résultats :
m Existence d'une unique solution globale

m Analyse des équilibres du systéeme
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INTRODUCTION DU PROB:

PROBLEME

Cadre du probleme :
m Domaine : Q= (0,L), L>0 + Conditions de Neumann homogenes au bord

m Parametres : fuf, py, pi, ple, m1, ma, mz > 0

m Systéme :
UV _

8tu:—,u,fu+m11+uv—ubuv reQt>0
Opv — d1Av = — v + ma Y — UpUV — VW reQt>0

1+ uv
Oyw — doe Aw = —pew + mg uo reQt>0

1+ uv

Résultats :

m Existence d'une unique solution globale
m Analyse des équilibres du systéeme

m Conditions explicites pour la DDI (= formation de motifs)
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EXISTENCE D’UNE UNIQUE SOLUTION GLOBALE

EXISTENCE D’UNE UNIQUE SOLUTION GLOBALE
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EXISTENCE D’UNE UNIQUE SOLUTION GLOBALE

EXISTENCE D’UNE SOLUTION GLOBALE UNIQUE (ETAPE I :
EXISTENCE LOCALE)

THEOREM (ROTHE, 1984)

On suppose que les nonlinéarités W sont localement bornées, Lipschitz continues et soit
X € L>®(Q)3. Il suit :
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EXISTENCE D’UNE UNIQUE SOLUTION GLOBALE

EXISTENCE D’UNE SOLUTION GLOBALE UNIQUE (ETAPE I :
EXISTENCE LOCALE)

THEOREM (ROTHE, 1984)

On suppose que les nonlinéarités W sont localement bornées, Lipschitz continues et soit
X € L>®(Q)3. Il suit :
Il existe une unique solution faible X .1

1. X définie sur [0,7), avec X € C ([0, T7; L*(22)*) pour tout T’ < Tax
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EXISTENCE D’UNE UNIQUE SOLUTION GLOBALE

EXISTENCE D’UNE SOLUTION GLOBALE UNIQUE (ETAPE I :
EXISTENCE LOCALE)

THEOREM (ROTHE, 1984)

On suppose que les nonlinéarités W sont localement bornées, Lipschitz continues et soit
X € L>®(Q)3. Il suit :
Il existe une unique solution faible X .

Le temps d’existence Tin.x peut étre choisi maximal. Si Ty.x < 00, X explose en temps
fini. 2

2. limy,,,, [Ju(, 0)] = oo
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EXISTENCE D’UNE UNIQUE SOLUTION GLOBALE

EXISTENCE D’UNE SOLUTION GLOBALE UNIQUE (ETAPE I :

EXISTENCE LOCALE)

THEOREM (ROTHE, 1984)
On suppose que les nonlinéarités W sont localement bornées, Lipschitz continues et soit
Xo € L*>(Q)3. Il suit :
Il existe une unique solution faible X .
Le temps d’existence Tyax peut étre choisi maximal. Si Ti.x < 0o, X explose en temps
fini.
Si X est suffisamment régulier, alors X est régulier3 et est également une solution
classique.

3. we CH/2([0,T];C(Q)) N C([0,T];¢%* () and v, w € C»*/2([0,T]; C(Q)) N C([0,T];C>()) for all
T < Tmax.
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5 D'UNE UNIQUE SOLUTION

EXISTENCE D’UNE SOLUTION GLOBALE UNIQUE (ETAPE I :

EXISTENCE LOCALE)

THEOREM (ROTHE, 1984)
On suppose que les nonlinéarités W sont localement bornées, Lipschitz continues et soit
Xo € L*>(Q)3. Il suit :
Il existe une unique solution faible X .
Le temps d’existence Tyax peut étre choisi maximal. Si Ti.x < 0o, X explose en temps
fini.
Si X est suffisamment régulier, alors X est régulier3 et est également une solution
classique.

Remarque : La restriction \I'|(]R>O)3 est bien localement bornée Lipschitz continue

= Construction d'une solution locale unique est possible sur (Rxq)3.

3. we CH/2([0,T];C(Q)) N C([0,T];¢%* () and v, w € C»*/2([0,T]; C(Q)) N C([0,T];C>()) for all
T < Tmax.
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EXISTENCE D’UNE UNIQUE SOLUTION GLOBALE

INTERMEZZO : REGIONS INVARIANTES BORNEES

DEFINITION : SMOLLER (1992)

Un convexe fermé ¥ := N, {X € RY : G;(X) < 0} C R™ est appelé région invariante bornée
du systeme si

Xo(-) € X
(VG; - ¥)(X) <0 pour tout X € 9% = {X e RN ‘ Ji: Gi(X) :0}
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EXISTENCE D’UNE UNIQUE SOLUTION GLOBALE

INTERMEZZO : REGIONS INVARIANTES BORNEES

DEFINITION : SMOLLER (1992)

Un convexe fermé ¥ := N, {X € RY : G;(X) < 0} C R™ est appelé région invariante bornée
du systeme si

Xo(-) € X
(VG; - ¥)(X) <0 pour tout X € 9% = {X e RN ‘ Ji: Gi(X) :0}

Conséquence : X (-,t) € X pour tout ¢ ou la solution existe
= Les RIB fournissent des bornes, a priori, L>° aux solutions du systéeme !
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EXISTENCE D’UNE UNIQUE SOLUTION GLOBALE

INTERMEZZO : REGIONS INVARIANTES BORNEES

DEFINITION : SMOLLER (1992)

Un convexe fermé ¥ := N, {X € RY : G;(X) < 0} C R™ est appelé région invariante bornée
du systeme si

Xo(-) € X
(VG; - ¥)(X) <0 pour tout X € 9% = {X e RN ‘ Ji: Gi(X) :0}

Conséquence : X (-,t) € X pour tout ¢ ou la solution existe
= Les RIB fournissent des bornes, a priori, L>° aux solutions du systéeme !

Exemple de région : Sur R, le segment [a, b] peut étre défini comme I'intersection des
Gi(z)=a—z, Gox)=z-0

En effet, {z : G1(z) <0} N{z: Ga(x) <0} ={x > a} N {x < b} = [a, b
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EXISTENCE D’UNE UNIQUE SOLUTION GLOBALE

EXISTENCE D’UNE SOLUTION GLOBALE UNIQUE (ETAPE IT :

RECTANGLES INVARIANTS)

THEOREM (GLOBALITE DE LA SOLUTION)

Soit X une solution faible du Sys. (1), définie sur un intervalle de temps maximal
Lmaz = [0, Tinaz), avec des conditions initiales, Xo = (ug,vo,wo) € L=(Q)3 telles que : pour
tout x € €},

ma mo msa

0<v(z) < ————, 0<wy(z) < —

0 <wup(x) < S = )
( ) mln(ufvﬂbal) He

- min(:ufa Mb) ’

Alors, Iar = [0,00) et X est positive, uniformément bornée sur Q X Iz
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EXISTENCE D’UNE UNIQUE SOLUTION GLOBALE

EXISTENCE D’UNE SOLUTION GLOBALE UNIQUE (ETAPE IT :

RECTANGLES INVARIANTS)

THEOREM (GLOBALITE DE LA SOLUTION)

Soit X une solution faible du Sys. (1), définie sur un intervalle de temps maximal
Lmaz = [0, Tinaz), avec des conditions initiales, Xo = (ug,vo,wo) € L=(Q)3 telles que : pour
tout x € €},

m mo m

0<wv(z) S ———, 0Zw(z) < —.

0 <up(r) < —/——m,
min gy, tp)

= min(ue, pp, 1)’ e
Alors, Iar = [0,00) et X est positive, uniformément bornée sur Q X Iz

Preuve : La région

:={(u,v,w):03ug.ml, 0<o< "2 ogwgms}
mln('uf’iub) mln(}uémubv 1) Me
est une région invariante bornée du Sys. (1). 0O
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EQUILIBRES DU SYSTEME

EQUILIBRES CONSTANTS

Cadre : On se concentre sur le cas ou il existe précisément trois équilibres positifs de type
stable-instable-stable (i.e. cas bi-stable)
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EQUILIBRES DU SYSTEME

EQUILIBRES CONSTANTS

Cadre : On se concentre sur le cas ou il existe précisément trois équilibres positifs de type

stable-instable-stable (i.e. cas bi-stable)

Les équilibres du systeme X = (1,9, w) satisfont

0 u + uv uv
= — u m — uv
i Tya M
0 v+ uv UV — VW
= — v m — uv — rw
e 21+m b
0 0+ uv
= —leW +m
He 1 fan
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EQUILIBRES DU SYSTEME

EQUILIBRES CONSTANTS

Cadre : On se concentre sur le cas ou il existe précisément trois équilibres positifs de type

stable-instable-stable (i.e. cas bi-stable)

Les équilibres du systeme X = (1,9, w) satisfont

0 u + uv uv
= — u m — uv
i Tya M
0 v+ uv UV — VW
= — v m — uv — rw
e 21+m b
0 0+ uv
= —leW +m
He 1 fan

Observation : L'origine 0 = (0,0, 0) est un équilibre (trivial).
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F}Ql, ILIBI

EQUILIBRE CONSTANTS

Il existe (jusqu’a) trois équilibres supplémentaires de la forme

X:<ml_{ 3, ”%3<1_W+W)>
L VS VY He mv
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F}Ql, ILIBI

EQUILIBRE CONSTANTS

Il existe (jusqu’a) trois équilibres supplémentaires de la forme

ol ¥ est I'une des (jusqu’a) trois racines réelles de P(X) = oo + 01X + 02X2 + 03X 3, avec

m3pp

03 = — ey —
e

02 = —[efbf + Maflp —

240 1y
01 = majiy = = "

2
mapt
00 = — f-
mi

T. ANDRE (IMA)

DIFFUSION-DRIVEN INSTABILITY AND PATTERN FORMA1

_HfA v
miv

)

@,””O
e

m3M§
milte
2
mal mgpy o 2fppms
bty — mapy — L. p{ml
e e
mgu?
+ gy +
Hetlll

16 / 40



EQUILIBRES DU SYSTEME

ROOTS OF P AS A FUNCTION OF [

Remarque : 03,00 < 0 = Il existe une racine réelle négative.
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F}Ql, 11

ROOTS OF P AS A FUNCTION OF [

Remarque : 03,00 < 0 = Il existe une racine réelle négative.

Stratégie : Utiliser p;, comme paramétre de bifurcation !
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F}Ql, 11

ROOTS OF P AS A FUNCTION OF [

Remarque : 03,00 < 0 = Il existe une racine réelle négative.

Stratégie : Utiliser p;, comme paramétre de bifurcation !

THEOREM (RACINES DE P)

Soit (P(X)) () = ; 0i(1p) X" le polynéme P qui dépend maintenant de ju,, dont les
coefficients p; = p;(p) dépendent aussi de . Alors sont équivalent :

Il existe n > 0 tel que, pour w, € (0,n), (P(X))(u) a trois racines réelles. L'une d’elle
étant négative, les deux autres positives.

2
Les paramétres satisfont I'égalité (mg — ij—’lx) > 4,ug,uf%.
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EQUILIBRES DU

PREUVE

Evolution of (P(X)){p) as 0
S0 : volution of (P(X)(p,) as py, —
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PREUVE

m Soit Q = (P(X))(0). On montre que @ a

2000
deux racines positives via la relation de
1500 A “
Viete :
1000
S Y . q0 Moff
500 4 § V1V = — = # > O
z @2 ma(pipte +ms3)
5 0+ ﬁ k
S . qu _ MiMape + M3p
00 ’U1+U2i—*: e f>0
— 1000 - q2 mi (m3 + ,Ue)
— 1500 4
— 2000 T T
—4 -3 -2 3
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EQUILIBRES DU SYSTEME

PREUVE

m Soit Q = (P(X))(0). On montre que @ a

Evolution of (P(X))(11,) as g, — 0

2000
— el deux racines positives via la relation de
1500 4 X9)(0.4) Vl\ete
X))(0.6)
1000 + X)(0.905) q m ILL ILL
~ ~ 0 2 e
500 4 /U]'/UZ = = —f > O
| g2 ma(ppie +ms)
04 *
R - Q1 MiMmafle + M3l
00 U]+ 09 =—— = f>0
—1000 + q2 ml (m3 —"_ ILLe)
— 1500 +
e i m Dépendence continue des p; en ppy = |l

existe deux racines réelles positives pour
up suffisamment petit.

TABILITY AND PA" N FOrRMA1

T. ANDRE (IMA)



EQUILIBRES DU SYSTEME

PREUVE

m Soit Q = (P(X))(0). On montre que @ a

Evolution of (P(X))(11,) as g, — 0
v deux racines positives via la relation de

2000

— (PLX))
1500 4 N
IR , Viete :
1000 4 i FEEERY )
§ Lo (PLXO o 0 -
5004 i V1V = q— = # > O
g2 mi(tupe +ms3)
0+ . b,
™ ~ ~ q1 mimafte + ms
00 By 4y = — 2 = He 1233 > 0.
— 1000 4 q2 ml (mg —"_ Me)
— 1500 4
i/ i m Dépendence continue des p; en pup, = |l

existe deux racines réelles positives pour
up suffisamment petit.

= Reste a montrer qu'il s'agit bien de la racine négative qui disparait lorsque p, — 0.
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EQUILIBRES DU SYSTEME

v1 EST BIEN LA RACINE QUI DISPARAIT

Idée : On exprime les racines de (P(x))(u) comme des séries de Puiseux : C({}}) = Uas1 CH{ma})
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EQUILIBRES DU SYSTEME

v1 EST BIEN LA RACINE QUI DISPARAIT

Idée : On exprime les racines de (P(x))(u) comme des séries de Puiseux : C({}}) = Uas1 CH{ma})

m Soient U1, Vs, U3 les racines dans |'ordre croissant, on introduit la valuation d'une série f, notée
v(f), telle que :

v(f) =k sietseulementsi Jc>0:|f(m)] ~00|ub|k
Ho—>
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EQUILIBRES DU SYSTEME

v1 EST BIEN LA RACINE QUI DISPARAIT

Idée : On exprime les racines de (P(x))(u) comme des séries de Puiseux : C({}}) = Uas1 CH{ma})

m Soient U1, Vs, U3 les racines dans |'ordre croissant, on introduit la valuation d'une série f, notée
v(f), telle que :

v(f) =k sietseulementsi Jc>0:|f(m)] ~00|ub|k
Hyo—>

m Un peu d'algébre donne : v(7;) = —1 (donc ©7 est O(1/uy)) et le coefficient dans le
développemment de ¥; autour de 0 est est —g2/03 < 0.
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EQUILIBRES DU SYSTEME

v1 EST BIEN LA RACINE QUI DISPARAIT

Idée : On exprime les racines de (P(x))(u) comme des séries de Puiseux : C({}}) = Uas1 CH{ma})

m Soient U1, Vs, U3 les racines dans |'ordre croissant, on introduit la valuation d'une série f, notée
v(f), telle que :

v(f) =k sietseulementsi Jc>0:|f(m)] ~00|ub|k
Ho—>

m Un peu d'algébre donne : v(7;) = —1 (donc ©7 est O(1/uy)) et le coefficient dans le
développemment de ¥; autour de 0 est est —g2/03 < 0.

m En conclusion, oy = —(02/03)p; " + O(1). O
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EQUILIBRES DU S

POUR RESUMER

hypersurfaces f(u, v, w) = 0, g(u, v, w)=0, h(u, v, w) = 0

m Le polyndme P a trois racines réelles
U1, U9, U3 dont deux positives

10

035 / \
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EQUILIBRES DU S

POUR RESUMER

hypersurfaces £(u, v, w) = 0, g(u, v, w)=0, h(u, v, w) = 0

m Le polyndme P a trois racines réelles
U1, U9, U3 dont deux positives

10 -

U9, U3 donnent deux nouveaux équilibres
positifs de la forme

85 S my 1 _ ms Lf + 12
Xi2= (7, -— 12, — <1 - fi,))
12 V12 He mivi 2

0.35 S / )
§ 1.8
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EQUILIBRES DU S

POUR RESUMER

hypersurfaces f(u, v, w) = 0, g(u, v, w)=0, h(u, v, w) = 0

m Le polyndme P a trois racines réelles

10 -,
U1, U9, U3 dont deux positives
X
9.5
. 9 m U2, U3 donnent deux nouveaux équilibres
positifs de la forme
12 V12 He mivi 2
Uj
0.35 _>\ 9 . _ _ .
" T “/( m L'origine et X5 sont stables, X instable.
0.2 y °
0.15 12 .
v 01 1 u
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F}Ql, ILIBRES

POUR RESUMER

hypersurfaces £(u, v, w) = 0, g(u, v, w)=0, h(u, v, w) = 0

m Le polyndme P a trois racines réelles

10 -

U1, U9, U3 dont deux positives
X
9.5
. 9 m U2, U3 donnent deux nouveaux équilibres
positifs de la forme
' 12 V12 He mivi 2
8

0.35
T “/( m L'origine et X5 sont stables, X instable.
0.2 y °
0.15 12 .

— C(est le scénario souhaité!

BILITY AND P2



INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

NOTATION

Vecteur solution : X = (u,v,w)
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

NOTATION

Vecteur solution : X = (u,v,w)

Nonlinearitées : ¥ = (f, g, h), ou

£ ) uv
UV, W) = — b+ M) ——— — UpUV
s Uy 1233 11 v HpUv,
( ) uv
U, V, W) = — gV + Map——— — [pUV — VW,
g ¢ 21+uv b
uv
h = — -
(u,v,w) uew—}-mgl e

T. ANDRE (IMA) DIF ON-DRIVE! TABILITY AND PAT



INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

NOTATION

Vecteur solution : X = (u,v,w)

Nonlinearitées : ¥ = (f, g, h), ou

f(uv v, w) = —HUfU +my 1+ uv — HpUv,
g(u,v,w) = —pgv + ma7 gy Moy — v,
uv
h =— .
(u,v,w) HeW + M3 oo

Jacobienne:J:vX\I,:< ow ' ow ' oW )

ou | v | Ow
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

NOTATION

Vecteur solution : X = (u,v,w)

Nonlinearitées : ¥ = (f, g, h), ou

f(uv v, w) = —HUfU +my 1+ uv — HpUv,
g(u,v,w) = —pgv + ma7 gy Moy — v,
uv
h =— .
(u,v,w) HeW + M3 oo

e _gog (0¥ | ¥ | 0w
Jacoblenne.J—VX‘I’—< ou ' ov ' ow )

Sous-systemes de J : o
Ji(X) = Vxi®i(X), Jij(X) = Vxi x5 (¥, ¥) (X)
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

NOTATION
Vecteur solution : X = (u,v,w) Exemple :
o . 115 9
Nonlinearitées : ¥ = (f, g, h), ou g2 _9 35
-9 5 -3
f(uv v, w) = —HUfU +my 1+ uv — HpUv,
g(u,v,w) = —pev + may v UpUL — VW, J=-1 Jo=-2 J3=-3
uv
h(u,v,w)z—uew+m31+uv- Joo = -1 15
12 o _9
v v W
Jacobienne : J =V xW¥ = a— a— a— -1 9
ou ov ow Jiz =
-9 -3
Sous-systemes de J : o 9 35
JZ(X) = in‘I’Z(X), JZ(X) = V(Xi’Xj) (‘I’Z,‘I’]) (X) Jaz = ( 5 _3>
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

PLUS DE DETAILS SUR LA DDI

Hypothése : On suppose qu'il existe un équilibre, X, constant, strictement positif au
systeme.
= On cherche sous quelles conditions on a de la DDI
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

PLUS DE DETAILS SUR LA DDI

Hypothése : On suppose qu'il existe un équilibre, X, constant, strictement positif au
systeme.
= On cherche sous quelles conditions on a de la DDI

DEFINITION : DDI

L'équilibre X exhibe de la DDI en tant qu’équilibre du systeme si :
X est stable pour di = dy =0
X est instable en présence de diffusion, di,ds > 0, adaptée
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

CONDITIONS POUR LA DDI

Expression de I'opérateur linéarisé autour de X :

0
L, 4, €] = di AE+VxU(X)E
da
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

CONDITIONS POUR LA DDI

Expression de I'opérateur linéarisé autour de X :

0
L, 4, €] = di AE+VxU(X)E
da

Spectre sur L2()3 : Avec "un peu” de travail, on a la décomposition :
0(Layay) = {0uf(X)}UJo (D +Vx®(X)), A €o(-AR)
=0
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

CONDITIONS POUR LA DDI

Expression de I'opérateur linéarisé autour de X :

0
L, 4, €] = di AE+VxU(X)E
da

Spectre sur L2()3 : Avec "un peu” de travail, on a la décomposition :

(e}

0(Laya,) = {0uf(X}U o (D +VxE(X)), X €o(-AR)
j=0

CONDITIONS POUR LA DDI

On définit s(£) = supycq(z) Re A, la borne spectrale de L. Alors, X exhibe de la DDI en tant
qu’équilibre du systéme si

5(50,0) <0

Le choix dy,ds est tel que s(Lg, 4,) > 0
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

QUELQUES REMARQUES

Rappel : 0(L4,a,) = {0uf(X)}UUjZ0 0 (M D + Vx ¥ (X))
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

QUELQUES REMARQUES

Rappel : 0(L4,a,) = {0uf(X)}UUjZ0 0 (M D + Vx ¥ (X))

AUTOCATALYSE

La condition 8, f(X) > 0 s'appelle condition d'autocatalyse. Si satisfaite, X exhibe de la DDI
indépendamment de d;,dy (trivial). De plus, toute solution stationnaire qui intersecte X est
instable.

—> Cas peu intéressant pour nous!
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

QUELQUES REMARQUES

Rappel : 0(L4,a,) = {0uf(X)}UUjZ0 0 (M D + Vx ¥ (X))

AUTOCATALYSE

La condition 8, f(X) > 0 s'appelle condition d'autocatalyse. Si satisfaite, X exhibe de la DDI
indépendamment de d;,dy (trivial). De plus, toute solution stationnaire qui intersecte X est
instable.

—> Cas peu intéressant pour nous!

CONDITIONS POUR LA DDI (REFORMULATION)

X exhibe de la DDI en tant qu'équilibre du systeme si
La Jacobienne, J = VxW¥(X), a toutes ses valeurs propres de partie réelle < 0
dy,ds sont tels qu'il existe un j > 0 : J — A;D a une valeur propre de partie réelle > 0
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

CONDITIONS POUR LA DDI

On peut montrer :

CONDITIONS THEORIQUES (GENERAL)

On suppose que s(J) < 0 et J; < 0. Alors, X exhibe de la DDI si et seulement si
s(J12) > 0, dy > 0 suffisamment petit, do > 0 fixé, L =1,
s(J12) > 0, dy > 0 fixé, da > 0 suffisamment large, L > 1 suffisamment large,
s(J13) > 0, dp > 0 fixé, do > 0 suffisamment petit, L = 1,
s(J13) > 0, di > 0 suffisamment large, da > 0 fixé, L > 1 suffisamment large,
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

CONDITIONS POUR LA DDI

On peut montrer :

CONDITIONS THEORIQUES (GENERAL)

On suppose que s(J) < 0 et J; < 0. Alors, X exhibe de la DDI si et seulement si
s(J12) > 0, dy > 0 suffisamment petit, do > 0 fixé, L =1,
s(J12) > 0, dy > 0 fixé, da > 0 suffisamment large, L > 1 suffisamment large,

Proposition : Dans notre systeme, la DDI ne peut provenir que de l'instabilité de Jio.
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

PREUVE (Ji2 EST LE SEUL SOUS-SYSTEME INSTABLE)

On commence par montrer que Ji, Jo et J3 sont tous négatifs. De plus, un calcul donne
que s(J13), s(Ja3) sont également négatifs.
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

PREUVE (Ji2 EST LE SEUL SOUS-SYSTEME INSTABLE)

On commence par montrer que Ji, Jo et J3 sont tous négatifs. De plus, un calcul donne
que s(J13), s(Ja3) sont également négatifs.

On montre tr J1o < 0 d’ou Jyo est instable ssi det J12 < 0. On a

det Jip — PU)_ 1

TETT ©(0) = pus(pe +w)((av)* — 1)

L o) = 6" 0° A(ue) B(w) — (A(us) — ppv(1 + ) (B(ps) — ppii(1 + uv))
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

PREUVE (Ji2 EST LE SEUL SOUS-SYSTEME INSTABLE)

On commence par montrer que Ji, Jo et J3 sont tous négatifs. De plus, un calcul donne
que s(J13), s(Ja3) sont également négatifs.

On montre tr J1o < 0 d’ou Jyo est instable ssi det J12 < 0. On a

det J1y = (ﬁ(‘jﬁ) avec  (0) = ug(jue +w) ((a0)? — 1)

Il tient uv 222% py/(my — pg) < 12. D'ol det Jia|,,—0 < 0.

2. en utilisant f(X) =0etsi us € (0,m1/2)
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INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

PREUVE (Ji2 EST LE SEUL SOUS-SYSTEME INSTABLE)

On commence par montrer que Ji, Jo et J3 sont tous négatifs. De plus, un calcul donne
que s(J13), s(Ja3) sont également négatifs.

On montre tr J1o < 0 d’ou Jyo est instable ssi det Ji3 < 0. On a

det J1y = 9”(“”))2 avec (0) = ug(jue +w) (a0)? — 1)

(14w

Il tient uv 2225 1ip/(my — pis) < 1. Dot det Jya|,,—0 < 0.

On conclue qu'il existe un ouvert sur lequel det Ji12 < 0 en utilisant la continuité de Jqo
en i L]
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Mais on peut faire mieux !




INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

THEOREM (CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES POUR DDI)

Sur le domaine Q = (0, L), L'équilibre constant nontrivial X exhibe de la DDI si
L > 0, le coefficient de diffusion dy > 0 est fixé et

det J — det J12d2)\j
)\j (det J13 — Jldz)\j)

0<d <

pour au moins un j € N,

dy > 0 fixé et
. Jidy det J — det Jlgdl)\j
L 1/ d 0
= i det J127 2> )\j(det J12 — Jldl)\j) -

tient pour au moins un j € N.

Preuve : On utilise le critéere de Routh-Hurwitz en dimension 3 pour dériver les inégalités
précédentes.
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Dia

0.12

INSTABILITE INDUITE PAR DIFFUSION

AMME DE BIFURCATION

Bifurcation diagram of dy, dy

0.10 4

0.08

== (.06

(.04

0.02 4

0,00
0.00

———= ] = Ady
Légende :
DDl si le coefficient L est choisi plus large.

(1)
(IT) Exactement une valeur propre instable
I11) Exactement deux valeurs propres instables

(

Note : Deux régions de la méme couleur ont
le méme nombre de valeurs propres instables
(lesquelles peuvent différer).

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 012 0.14 .16 0.18
dy
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SIMULATIONS

SIMULATIONS
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SIMULATIONS

EXEMPLE DE SIMULATION (3D)

ufi, ) vz, ) w(x, t)

Parametres :
py =0.87, up = 0.68, e = 0.05, e = 0.6, m1 = 5.36, m2 = 9.68, m3 = 17.27,d; = 0.0001,d2 =0.1,L =1
Condition Initiale :

uo(z) = @+ 0.01sin(4nx), vo(z) = U+ 0.01sin(4nz), wo(z) = w + 0.01 sin(4nx)

(IMa)



SIMULATIONS

EXEMPLE DE SIMULATION (2D)

0.0 4 -»J — 0.0 4 J mej | U } ]

w0 02 od 05 o0s 10 b0 oz 01 0o 0s 1 vo o2 0L 06 o8 1
Parameétres :
g =0.87, up = 0.68, e = 0.05, e = 0.6, m1 = 5.36, m2 = 9.68, m3 = 17.27,d; = 0.0001,d2 =0.1,L =1
Condition Initiale :

uo(z) = @+ 0.01sin(4nz), vo(z) = v + 0.01 sin(47x), wo(xz) = w + 0.01 sin(4wz)
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Mission Accomplie!




SIMULATIONS

EN CONCLUSION...

Innovation : On propose une analyse nouvelle du mécanisme de formation de motif dans des
systemes de Réaction-Diffusion-EDO pour deux composantes diffusives
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SIMULATIONS

EN CONCLUSION...

Innovation : On propose une analyse nouvelle du mécanisme de formation de motif dans des
systemes de Réaction-Diffusion-EDO pour deux composantes diffusives

Ona:

m Montré que le probleme est bien posé et il est simple de construire des solutions globales
sous des hypothéses faibles sur les nonlinéarités
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SIMULATIONS

EN CONCLUSION...

Innovation : On propose une analyse nouvelle du mécanisme de formation de motif dans des
systemes de Réaction-Diffusion-EDO pour deux composantes diffusives

Ona:

m Montré que le probleme est bien posé et il est simple de construire des solutions globales
sous des hypothéses faibles sur les nonlinéarités

m Montré que le modéle est capable de générer des motifs discontinus autour de I'équilibre
+ développé une méthodologie pour trouver des conditions explicites
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SIMULATIONS

EN CONCLUSION...

Innovation : On propose une analyse nouvelle du mécanisme de formation de motif dans des
systemes de Réaction-Diffusion-EDO pour deux composantes diffusives

Ona:

m Montré que le probleme est bien posé et il est simple de construire des solutions globales
sous des hypothéses faibles sur les nonlinéarités

m Montré que le modéle est capable de générer des motifs discontinus autour de I'équilibre
+ développé une méthodologie pour trouver des conditions explicites

Qu’en retenir? —> Premiers pas dans un champ encore largement inexploré + des
perspectives optimistes pour des applications réelles en biologie !
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Merci a tous pour votre attention!

(Des questions ?)




ADDITIONAL SLIDES

ADDITIONAL SLIDES
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ADDITIONAL SLIDES

ORIGINE DU SYSTEME

Hb
——> intern.

L;

12
decay Ligands R?;L;rtl(()lrs
destroy
ligand
be .
decay .
b
He
Enzymes Pe :  Epithelial Pr Free
—ees
’ E Cells : Receptors

B
———> decay
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ORIGINE

DITIONAL

DU SYSTEME 2.

decay Ligands
destroy
ligand
be
decay
m
He
Pe Epithelial
—
Cells

Bound

Receptors

I3
—> intern.

L

Free
Receptors

ki
——> decay




ADDITIONAL SLIDES

ORIGINE DU SYSTEME

- ) Bound adige
decay Ligands Receptors [ intern.
destroy
ligand
be b Ly
decay d
n
He
Pe Epithelial Pr Free i a
— > decay
Cells Receptors coay

Equations :
8t7‘f

—pgry 4 pr(re) — brel + dry,
—ppry + br gl — dry,

Oy — bdy AL = —pugl + py(1) — brpl + dry,
oe — doAe = —pee + pe(ryp),

Oy
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ADDITIONAL SLIDES

ORIGINE DU SYSTEME 2.

Bound adige
[—> intern.
Receptors

Réduction (QSSA) : Soit € > 0, on prend 7
comme variable "rapide”.

destroy
ligand

b Ly
decay

€10 b
eory ——— 1p =
tro b d+

Tff

ki

Free
——> decay

Epithelial
Cells Receptors

Equations :

Opry = —pygry +pr(r) — brpl + dre,

Oy —UpTp + bT‘fﬁ —dryp,
O — bd1 Al = — gl + pe(rp) — bef + dry,
oe — doAe = —pee + pe(ryp),
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ADDITIONAL SLIDES

ORIGINE DU SYSTEME 2.

Bound adige
—> intern.
Receptors
destroy
ligand
b Ly
decay d
He
Pe Epithelial Pr Free i :
— > decay
Cells Receptors decay

Equations :
Ory = —pgrs + pr(ry) — brpl + dry,
Ogry = —pprp + brpl — dry,
O — bd1 Al = — gl + pe(rp) — bef + dry,
oe — doAe = —pee + pe(ryp),

T. ANDRE (IMA)

Réduction (QSSA) : Soit € > 0, on prend 7
comme variable "rapide”.

€10 b

eoyry ——— Tb:d—k,ub

Tff

Choix du terme de production :

b
147

Pe(rp) =

~+ substitution + rescaling — modele

DIFFUSION-DRIVEN INSTABILITY AND PATTERN FORMA1
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ADDITIONAL SLIDES

EXISTENCE OF A UNIQUE GLOBAL SOLUTION (ORIGINAL RESULT)

Theorem (Rothe, Thm. | p. 111) : Assume W is a locally bounded, Lipschitz continuous,
i.e., for every bounded set B C R3, there exists L(B) > 0 such that

e(X)| < L(B), and [[¥(X)-¥(Y)|<LB)X-Y|, VX, YeB

Moreover, assume X € L>°(0)3. Then the following properties hold

(1) There exists Tiax € (0,00) U {00} such that the associated Cauchy problem has a unique
mild solution X on [0,7), with X € C ([0,T7; L*(€2)?) for all T' < Tpax-
(11) The existence time Tinax € (0,00) U {oo} can be chosen maximal. If Tiyax < 00, then
limy 7, [Ju( D)o = 00
(111) If we consider regular initial data X € C%%(Q) x C?%(Q)?, then X is smooth and is also
a classical solution.
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