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Prérequis
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Prérequis

Équations de réaction-diffusion

Équations de réaction-diffusion (RD) : classe d’équations de la forme

∂u

∂t
(x, t)− D+∆u(x, t) = Ψ

(
u(x, t)

)
Avec :

x ∈ Ω, avec Ω un domaine quelconque de R
t ≥ 0, domaine temporel

u ∈ RN , le vecteur des composantes

D+ = diag(d1, ..., dN ) ∈ RN×N , la matrice de diffusion avec di > 0 pour i = 1, ..., N

Ψ : RN → RN , la fonction décrivant les interactions entre les composantes
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Prérequis

Turing et la formation de motifs

Situation : On fixe N = 2 et considère le système :
∂u

∂t
− d1∆u = f(u, v)

∂v

∂t
− d2∆v = g(u, v) + Conditions au bord

u(·, 0) = u0, v(·, 0) = v0

On suppose qu’il existe un équilibre, X̄, asymptotiquement stable à l’EDO associée en
l’absence de diffusion, i.e. lorsque d1 = 0 et d2 = 0.

Turing Patterns : Dans de bonnes conditions sur f, g, le choix de d1, d2 peut déstabiliser
l’équilibre (DDI) et donner lieu à des solutions à motifs autour de X̄
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Prérequis

Turing et la formation de motifs

Situation : On fixe N = 2 et considère le système :
∂u

∂t
− d1∆u = f(u, v)

∂v

∂t
− d2∆v = g(u, v) + Conditions au bord

u(·, 0) = u0, v(·, 0) = v0
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Prérequis

Exemple de motifs de Turing
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Prérequis

Une littérature abondante sur le sujet

1950
Turing : The chemical basis of morphogenesis

1960
Murray : On the Stochastic Theory of Reaction-Diffusion Systems

1970
Gierer, Meinhardt : A Theory of Biological Pattern Formation
Nicolis, Prigogine : Self-Organization in Nonequilibrium Systems

Meinhardt : Models of Biological Pattern Formation

1980
Cooke : The Effect of Diffusion on Oscillatory Chemical Reactions...

Markow : Morphogenesis and the Theory of Turing Patterns in Biological Systems
Bard : A Model for Generating Aspects of Zebrafish Color Patterns

1990
Maini, Meinhardt : Pattern Formation in Reaction-Diffusion Systems...
Deisboeck, Maini : Spatio-temporal Modeling of Pattern Formation in Tumors

Maini, Al. : Budding in Hydra and the Theory of Localized Patterns
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Prérequis

Un cas limite : Greffe chez l’Hydre

Observation : La greffe d’un tissu
proche de la tête dans une zone
proche du pied d’un autre Hydre
génère une seconde tête et vice-versa

Conséquence : Génération de novo
d’un gradient discontinu de
morphogènes le long de l’axe du corps

Problème : Les systèmes de RD ne
sont pas capables de capturer ce
genre d’information
=⇒ Besoin d’une structure plus générale !
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Prérequis

Systèmes de Reaction-Diffusion-ODE (RD-ODE)

Modélisation : Couplage de dynamiques globales à des intérations locales !
∂u

∂t
= f(u,v)

∂v

∂t
− D+∆v = g(u,v)

u(·, 0) = u0, v(·, 0) = v0

ou ∂t

(
u
v

)
−
(
0

D+∆

)(
u
v

)
=

(
f(u,v)
g(u,v)

)

Avec : u ∈ Rj ,v ∈ Rn−j et D := diag(0,D+)

Conséquences :

Perte de l’effet régularisant du Laplacien pour les ui avec i ≤ j

Possibilité d’obtenir des solutions à motifs mais discontinues (e.g. jump-discontinuous)

Remarque :

Littérature dense pour j = N − 1, mais clairsemée pour j = N − 2 =⇒ Au boulot !
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Introduction du problème

Problème

Cadre du problème :

Domaine : Ω = (0, L), L > 0 + Conditions de Neumann homogènes au bord

Paramètres : µf , µb, µl, µe,m1,m2,m3 > 0

Système :
∂tu = −µfu+m1

uv

1 + uv
− µbuv x ∈ Ω̄, t ≥ 0

∂tv − d1∆v = −µℓv +m2
uv

1 + uv
− µbuv − vw x ∈ Ω, t ≥ 0

∂tw − d2∆w = −µew +m3
uv

1 + uv
x ∈ Ω, t ≥ 0

Résultats :

Existence d’une unique solution globale

Analyse des équilibres du système

Conditions explicites pour la DDI (⇒ formation de motifs)
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Existence d’une unique solution globale

Existence d’une unique solution globale
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Existence d’une unique solution globale

Existence d’une solution globale unique (étape I :
existence locale)

Theorem (Rothe, 1984)

On suppose que les nonlinéarités Ψ sont localement bornées, Lipschitz continues et soit
X0 ∈ L∞(Ω)3. Il suit :

1 Il existe une unique solution faible X.

2 Le temps d’existence Tmax peut être choisi maximal. Si Tmax < ∞, X explose en temps
fini.

3 Si X0 est suffisamment régulier, alors X est régulier et est également une solution
classique.

Remarque : La restriction Ψ
∣∣
(R>0)3

est bien localement bornée Lipschitz continue

=⇒ Construction d’une solution locale unique est possible sur (R>0)
3.
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(
[0, T ];L2(Ω)3

)
pour tout T < Tmax
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2. limt→Tmax ∥u(·, t)∥∞ = ∞
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Existence d’une unique solution globale

Intermezzo : Regions invariantes bornées

Définition : Smoller (1992)

Un convexe fermé Σ :=
⋂

i{X ∈ RN : Gi(X) ≤ 0} ⊂ Rn est appelé région invariante bornée
du système si

1 X0(·) ∈ Σ

2 (∇Gi ·Ψ)(X) ≤ 0 pour tout X ∈ ∂Σ =
{
X ∈ RN

∣∣ ∃ i : Gi(X) = 0
}

Conséquence : X(·, t) ∈ Σ pour tout t où la solution existe
=⇒ Les RIB fournissent des bornes, a priori, L∞ aux solutions du système !

Exemple de région : Sur R, le segment [a, b] peut être défini comme l’intersection des

G1(x) = a− x, G2(x) = x− b

En effet, {x : G1(x) ≤ 0} ∩ {x : G2(x) ≤ 0} = {x ≥ a} ∩ {x ≤ b} = [a, b]
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⋂

i{X ∈ RN : Gi(X) ≤ 0} ⊂ Rn est appelé région invariante bornée
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Existence d’une unique solution globale

Existence d’une solution globale unique (étape II :
rectangles invariants)

Theorem (Globalité de la solution)

Soit X une solution faible du Sys. (1), définie sur un intervalle de temps maximal
Imax = [0, Tmax), avec des conditions initiales, X0 = (u0, v0, w0) ∈ L∞(Ω)3 telles que : pour
tout x ∈ Ω,

0 ≤ u0(x) ≤
m1

min(µf , µb)
, 0 ≤ v0(x) ≤

m2

min(µℓ, µb, 1)
, 0 ≤ w0(x) ≤

m3

µe
.

Alors, Imax = [0,∞) et X est positive, uniformément bornée sur Ω× Imax

Preuve : La région

Σ :=

{
(u, v, w) : 0 ≤ u ≤ m1

min(µf , µb)
, 0 ≤ v ≤ m2

min(µℓ, µb, 1)
, 0 ≤ w ≤ m3

µe

}
est une région invariante bornée du Sys. (1).
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Équilibres du Système

Équilibres du Système
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Équilibres du Système

Equilibres constants

Cadre : On se concentre sur le cas où il existe précisément trois équilibres positifs de type
stable-instable-stable (i.e. cas bi-stable)

Les équilibres du système X̄ = (ū, v̄, w̄) satisfont

0 = −µf ū+m1
ūv̄

1 + ūv̄
− µbūv̄

0 = −µℓv̄ +m2
ūv̄

1 + ūv̄
− µbūv̄ − v̄w̄

0 = −µew̄ +m3
ūv̄

1 + ūv̄

Observation : L’origine 0 = (0, 0, 0) est un équilibre (trivial).
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Équilibres du Système

Équilibre constants

Il existe (jusqu’a) trois équilibres supplémentaires de la forme

X̄ =

(
m1

µf + µbv̄
− 1

v̄
, v̄,

m3

µe

(
1−

µf + µbv̄

m1v̄

))

où v̄ est l’une des (jusqu’à) trois racines réelles de P (X) = ϱ0 + ϱ1X + ϱ2X
2 + ϱ3X

3, avec

ϱ3 = −µℓµb −
m3µb

µe
+

m3µ
2
b

m1µe

ϱ2 = −µℓµf +m2µb −
m2µ

2
b

m1
+ µ2

b −m1µb −
m3µf

µe
+

2µfµbm3

µem1

ϱ1 = m2µf −
2µfµbm2

m1
+ µfµb +

m3µ
2
f

µem1

ϱ0 = −
m2µ

2
f

m1
.

T. André (IMa) Diffusion-Driven Instability and Pattern Formation in Reaction-Diffusion-ODE Systems
December 2024

16 / 40
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Il existe (jusqu’a) trois équilibres supplémentaires de la forme

X̄ =

(
m1

µf + µbv̄
− 1

v̄
, v̄,

m3

µe

(
1−

µf + µbv̄

m1v̄

))
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Équilibres du Système

Roots of P as a function of µb

Remarque : ϱ3, ϱ0 < 0 =⇒ Il existe une racine réelle négative. Mais quid des deux autres ?

Stratégie : Utiliser µb comme paramètre de bifurcation !

Theorem (Racines de P )

Soit
(
P (X)

)
(µb) =

∑
i ϱi(µb)X

i le polynôme P qui dépend maintenant de µb, dont les
coefficients ρi = ρi(µb) dépendent aussi de µb. Alors sont équivalent :

1 Il existe η > 0 tel que, pour µb ∈ (0, η),
(
P (X)

)
(µb) a trois racines réelles. L’une d’elle

étant négative, les deux autres positives.

2 Les paramètres satisfont l’égalité
(
m2 −

m3µf

m1µe

)2
> 4µℓµf

m2
m1

.
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Équilibres du Système

Preuve

Soit Q = (P (X))(0). On montre que Q a
deux racines positives via la relation de
Viète :

ṽ1ṽ2 =
q0
q2

=
m2µfµe

m1(µlµe +m3)
> 0

ṽ1 + ṽ2 = −q1
q2

=
m1m2µe +m3µf

m1(m3 + µe)
> 0.

Dépendence continue des ρi en µb =⇒ Il
existe deux racines réelles positives pour
µb suffisamment petit.

=⇒ Reste à montrer qu’il s’agit bien de la racine négative qui disparâıt lorsque µb → 0.
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T. André (IMa) Diffusion-Driven Instability and Pattern Formation in Reaction-Diffusion-ODE Systems
December 2024

18 / 40
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Équilibres du Système

v̄1 est bien la racine qui disparâıt

Idée : On exprime les racines de
(
P (x)

)
(µb) comme des séries de Puiseux : C({µ⋆

b}) =
⋃

d≥1 C({µb
1
d })

Soient v̄1, v̄2, v̄3 les racines dans l’ordre croissant, on introduit la valuation d’une série f , notée
ν(f), telle que :

ν(f) = k si et seulement si ∃ c > 0 :
∣∣f(µb)

∣∣ ∼
µb→0

c
∣∣µb

∣∣k

Un peu d’algèbre donne : ν(v̄1) = −1 (donc v̄1 est O(1/µb)) et le coefficient dans le
développemment de v̄1 autour de 0 est est −ϱ2/ϱ3 < 0.

En conclusion, v̄1 = −(ϱ2/ϱ3)µ
−1
b +O(1).
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T. André (IMa) Diffusion-Driven Instability and Pattern Formation in Reaction-Diffusion-ODE Systems
December 2024

19 / 40
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Équilibres du Système

Pour résumer

Figure : Zoom sur l’intersection des nullclines du système

Le polynôme P a trois racines réelles
v̄1, v̄2, v̄3 dont deux positives

v̄2, v̄3 donnent deux nouveaux équilibres
positifs de la forme

X̄1,2 =

(
m1

µf + µbv̄1,2
− 1

v̄1,2
, v̄1,2,

m3

µe

(
1−

µf + µbv̄1,2
m1v̄1,2

))

L’origine et X̄2 sont stables, X̄1 instable.

=⇒ C’est le scénario souhaité !
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Instabilité Induite par Diffusion

Notation

Vecteur solution : X = (u, v, w)

Nonlinearitées : Ψ = (f, g, h), où

f(u, v, w) = −µfu+m1
uv

1 + uv
− µbuv,

g(u, v, w) = −µℓv +m2
uv

1 + uv
− µbuv − vw,

h(u, v, w) = −µew +m3
uv

1 + uv
.

Jacobienne : J = ∇XΨ =

(
∂Ψ

∂u

∣∣∣∣ ∂Ψ

∂v

∣∣∣∣ ∂Ψ

∂w

)
Sous-systèmes de J :
Ji(X) = ∇XiΨi(X), Jij(X) = ∇(Xi,Xj)

(
Ψi,Ψj

)
(X)

Exemple :

J =

−1 1.5 9
−2 −2 3.5
−9 5 −3


J1 = −1 J2 = −2 J3 = −3

J12 =

(
−1 1.5
−2 −2

)

J13 =

(
−1 9
−9 −3

)

J23 =

(
−2 3.5
5 −3

)
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f(u, v, w) = −µfu+m1
uv

1 + uv
− µbuv,

g(u, v, w) = −µℓv +m2
uv

1 + uv
− µbuv − vw,

h(u, v, w) = −µew +m3
uv

1 + uv
.

Jacobienne : J = ∇XΨ =

(
∂Ψ

∂u

∣∣∣∣ ∂Ψ

∂v

∣∣∣∣ ∂Ψ

∂w

)
Sous-systèmes de J :
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Instabilité Induite par Diffusion

Plus de détails sur la DDI

Hypothèse : On suppose qu’il existe un équilibre, X̄, constant, strictement positif au
système.

=⇒ On cherche sous quelles conditions on a de la DDI

Définition : DDI

L’équilibre X̄ exhibe de la DDI en tant qu’équilibre du système si :

1 X̄ est stable pour d1 = d2 = 0

2 X̄ est instable en présence de diffusion, d1, d2 > 0, adaptée
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Instabilité Induite par Diffusion

Conditions pour la DDI

Expression de l’opérateur linéarisé autour de X̄ :

Ld1,d2

[
ξ
]
=

0
d1

d2

∆ξ +∇XΨ(X̄)ξ

Spectre sur L2(Ω)3 : Avec ”un peu” de travail, on a la décomposition :

σ(Ld1d2) = {∂uf(X̄)} ∪
∞⋃
j=0

σ
(
λjD +∇XΨ(X̄)

)
, λj ∈ σ(−∆Ω

N )

Conditions pour la DDI

On définit s(L) = supλ∈σ(L) Reλ, la borne spectrale de L. Alors, X̄ exhibe de la DDI en tant
qu’équilibre du système si

1 s(L0,0) < 0

2 Le choix d1, d2 est tel que s(Ld1,d2) > 0
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Instabilité Induite par Diffusion

Quelques remarques

Rappel : σ(Ld1d2) = {∂uf(X̄)} ∪
⋃∞

j=0 σ
(
λjD +∇XΨ(X̄)

)
Autocatalyse

La condition ∂uf(X̄) > 0 s’appelle condition d’autocatalyse. Si satisfaite, X̄ exhibe de la DDI
indépendamment de d1, d2 (trivial). De plus, toute solution stationnaire qui intersecte X̄ est
instable.

=⇒ Cas peu intéressant pour nous !

Conditions pour la DDI (reformulation)

X̄ exhibe de la DDI en tant qu’équilibre du système si

1 La Jacobienne, J = ∇XΨ(X̄), a toutes ses valeurs propres de partie réelle < 0

2 d1, d2 sont tels qu’il existe un j > 0 : J − λjD a une valeur propre de partie réelle > 0
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Instabilité Induite par Diffusion

Conditions pour la DDI

On peut montrer :

Conditions théoriques (général)

On suppose que s(J) < 0 et J1 < 0. Alors, X̄ exhibe de la DDI si et seulement si

1 s(J12) > 0, d1 ≥ 0 suffisamment petit, d2 > 0 fixé, L = 1,

2 s(J12) > 0, d1 > 0 fixé, d2 > 0 suffisamment large, L ≥ 1 suffisamment large,

3 s(J13) > 0, d1 > 0 fixé, d2 ≥ 0 suffisamment petit, L = 1,

4 s(J13) > 0, d1 > 0 suffisamment large, d2 > 0 fixé, L ≥ 1 suffisamment large,

Proposition : Dans notre système, la DDI ne peut provenir que de l’instabilité de J12.
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3 s(J13) > 0, d1 > 0 fixé, d2 ≥ 0 suffisamment petit, L = 1,

4 s(J13) > 0, d1 > 0 suffisamment large, d2 > 0 fixé, L ≥ 1 suffisamment large,
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Instabilité Induite par Diffusion

Preuve (J12 est le seul sous-système instable)

1 On commence par montrer que J1, J2 et J3 sont tous négatifs. De plus, un calcul donne
que s(J13), s(J23) sont également négatifs.

2 On montre tr J12 < 0 d’où J12 est instable ssi det J12 < 0. On a

det J12 =
φ(µb)

(1 + uv)2
avec φ(0) = µf (µℓ + w)((ūv̄)2 − 1)

3 Il tient uv
µb→0−−−→ µf/(m1 − µf ) < 1. D’où det J12|µb=0 < 0.

4 On conclue qu’il existe un ouvert sur lequel det J12 < 0 en utilisant la continuité de J12
en µb .
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4 On conclue qu’il existe un ouvert sur lequel det J12 < 0 en utilisant la continuité de J12
en µb .

1. φ(µb) = ū2v̄2A(µb)B(µb)−
(
A(µb)− µbv̄(1 + ūv̄)

)(
B(µb)− µbū(1 + ūv̄)

)
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2. en utilisant f(X̄) = 0 et si µf ∈ (0,m1/2)
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Instabilité Induite par Diffusion

Mais on peut faire mieux !
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Instabilité Induite par Diffusion

Theorem (Conditions nécessaires et suffisantes pour DDI)

Sur le domaine Ω = (0, L), L’équilibre constant nontrivial X̄ exhibe de la DDI si

1 L > 0, le coefficient de diffusion d2 > 0 est fixé et

0 < d1 <
det J − det J12d2λj

λj (det J13 − J1d2λj)

pour au moins un j ∈ N,
2 d1 > 0 fixé et

L > πj

√
J1d1
det J12

, d2 >
det J − det J13d1λj

λj(det J12 − J1d1λj)
> 0

tient pour au moins un j ∈ N.

Preuve : On utilise le critère de Routh-Hurwitz en dimension 3 pour dériver les inégalités
précédentes.
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Instabilité Induite par Diffusion

Diagramme de bifurcation

Légende :

(I) DDI si le coefficient L est choisi plus large.

(II) Exactement une valeur propre instable

(III) Exactement deux valeurs propres instables

...

Note : Deux régions de la même couleur ont
le même nombre de valeurs propres instables
(lesquelles peuvent différer).
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Simulations
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Simulations

Exemple de simulation (3D)

Paramètres :

µf = 0.87, µb = 0.68, µℓ = 0.05, µe = 0.6,m1 = 5.36,m2 = 9.68,m3 = 17.27, d1 = 0.0001, d2 = 0.1, L = 1

Condition Initiale :

u0(x) = ū+ 0.01 sin(4πx), v0(x) = v̄ + 0.01 sin(4πx), w0(x) = w̄ + 0.01 sin(4πx)
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Simulations

Exemple de simulation (2D)

Paramètres :

µf = 0.87, µb = 0.68, µℓ = 0.05, µe = 0.6,m1 = 5.36,m2 = 9.68,m3 = 17.27, d1 = 0.0001, d2 = 0.1, L = 1

Condition Initiale :

u0(x) = ū+ 0.01 sin(4πx), v0(x) = v̄ + 0.01 sin(4πx), w0(x) = w̄ + 0.01 sin(4πx)
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Simulations

Mission Accomplie !
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Simulations

En Conclusion...

Innovation : On propose une analyse nouvelle du mécanisme de formation de motif dans des
systèmes de Réaction-Diffusion-EDO pour deux composantes diffusives

On a :

Montré que le problème est bien posé et il est simple de construire des solutions globales
sous des hypothèses faibles sur les nonlinéarités

Montré que le modèle est capable de générer des motifs discontinus autour de l’équilibre
+ développé une méthodologie pour trouver des conditions explicites

Qu’en retenir ? =⇒ Premiers pas dans un champ encore largement inexploré + des
perspectives optimistes pour des applications réelles en biologie !
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T. André (IMa) Diffusion-Driven Instability and Pattern Formation in Reaction-Diffusion-ODE Systems
December 2024

35 / 40



Simulations

En Conclusion...

Innovation : On propose une analyse nouvelle du mécanisme de formation de motif dans des
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+ développé une méthodologie pour trouver des conditions explicites

Qu’en retenir ? =⇒ Premiers pas dans un champ encore largement inexploré + des
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Montré que le problème est bien posé et il est simple de construire des solutions globales
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Simulations

Merci à tous pour votre attention !
(Des questions ?)
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Additional Slides

Origine du système 1.
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Additional Slides

Origine du système 2.

Equations :
∂trf = −µfrf + pr(rb)− brf ℓ+ drb,

∂trb = −µbrb + brf ℓ− drb,

∂t − ℓd1∆ℓ = −µℓℓ+ pℓ(rb)− brf ℓ+ drb,

∂te− d2∆e = −µee+ pe(rb),

Réduction (QSSA) : Soit ε > 0, on prend rb
comme variable ”rapide”.

ε∂trb
ε↓0−−−→ rb =

b

d+ µb
rf ℓ

Choix du terme de production :

p•(rb) =
rb

1 + rb

+ substitution + rescaling −→ modèle
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Existence of a unique global solution (Original result)

Theorem (Rothe, Thm. I p. 111) : Assume Ψ is a locally bounded, Lipschitz continuous,
i.e., for every bounded set B ⊆ R3, there exists L(B) > 0 such that

∥Ψ(X)∥ ≤ L(B), and ∥Ψ(X)−Ψ(Y )∥ ≤ L(B)∥X − Y ∥, ∀X,Y ∈ B

Moreover, assume X0 ∈ L∞(Ω)3. Then the following properties hold

(i) There exists Tmax ∈ (0,∞) ∪ {∞} such that the associated Cauchy problem has a unique
mild solution X on [0, T ), with X ∈ C

(
[0, T ];L2(Ω)3

)
for all T < Tmax.

(ii) The existence time Tmax ∈ (0,∞) ∪ {∞} can be chosen maximal. If Tmax < ∞, then
limt→Tmax ∥u(·, t)∥∞ = ∞

(iii) If we consider regular initial data X0 ∈ C0,α(Ω̄)× C2,α(Ω̄)2, then X is smooth and is also
a classical solution.
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